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Résumé : 
Dans cet article, on présente une nouvelle méthode d’identification de paramètres matériau en 
biomécanique, qui couple algorithmes Génétiques & Optimisation Analytique (GAO). Cette méthode permet 
de réduire l’espace de recherche de solution. Pour la loi hyperélastique d’un disque intervertébral, la 
fonction objectif du problème d’identification dépend de sept paramètres matériau. La méthode présentée 
dans cet article permet d’écrire cinq paramètres en fonction des deux autres : on couple les algorithmes 
génétiques (GA) pour approximer deux paramètres, à la méthode des moindres carrés ordinaires pour le 
calcul des cinq paramètres restants. L’espace de recherche de solution initialement de dimension sept, se 
réduit à deux, d’où un gain important d’efficacité de calcul. 
Abstract : 
In this paper, we present a new method of identification of material parameters in biomechanics, which 
combines Genetic algorithms & Analytical Optimization (GAO). This method reduces the search space 
solution. For a specific hyperelastic law of an intervertebral disc, the objective function of the identification 
problem depends on seven material parameters. The method presented in this paper, allows expressing five 
of the parameters as a function of the other two: genetic algorithm (GA) approximate two parameters, and 
coupled with the ordinary least-squares method, the remaining five parameters are calculated. The search 
space solution of, initially, seven-dimensional, is reduced to a two-dimensional, resulting in a significant 
gain in computational efficiency. 
Mots clefs : Identification inverse, biomécanique, algorithmes génétiques, moindres carrés 
1 Introduction 
En biomécanique des tissus souples, la théorie de l’hyperélasticité est souvent utilisée. Le tissu est considéré 
comme homogène et hyperélastique. On décrit souvent le comportement de ces matériaux avec un potentiel 
d’Helmholtz à partir duquel est définie la densité d’énergie de déformation W. Cette énergie de déformation 
caractérisant le tissu souple est usuellement représentée par une forme exponentielle [1] ou par une loi 
puissance [2]. La forme exponentielle est considérée comme la mieux adaptée. En effet, le tissu biologique 
souple durcit quand il est soumis à des hautes pressions en traction. Ce durcissement dû à la présence des 
fibres de collagène résistantes à la traction, est bien représenté par une fonction exponentielle, qui est par 
nature, convexe et bornée. Ajoutons que la présence du collagène et sa répartition en faisceaux dans le tissu 
induisent une anisotropie dans des directions privilégiées auxquelles on associe un vecteur unitaire a . W 
devient ainsi une fonction du tenseur de Cauchy-Green droit FFC T= , où F  est le tenseur des gradients de 
déformations et (•)T est l’opérateur de transposition , et du vecteur directionnel a  [3] ; on la représente en 
fonction des invariants de C  et des invariants mixtes associés aux vecteurs unitaires des directions 
privilégiées des fibres [4]. De plus, depuis les travaux de Lanir [5], on prend l’hypothèse que le tissu est 
formé par des fibres de collagènes imprégnées dans une substance isotrope (matrice). En conséquence, on 
décompose W en une somme de deux potentiels indépendants : isotrope qui représente la matrice, et 
anisotrope qui représente les fibres [6]. 
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2 Rôle mécanique du disque intervertébral 
L’anneau fibrilleux, annulus fibrosus (AF), entoure le noyau gélatineux, nucleus pulposus (NP), du disque 
intervertébral. Le AF est formé par un réseau dense de fibres de collagène réparties en faisceaux. Dans une 
lamelle, les fibres de collagène sont inclinées de °60 suivant l’axe X2. Comme indiqué par la FIG. 1, les 
lamelles adjacentes possèdent des directions de fibres alternées. 
 
FIG. 1 – Schémas de l’anneau fibrilleux. X1 est la direction circonférentielle, X2 la direction axiale et X3 la 
direction radiale. a  et b des vecteurs unitaires. 
En conséquence, l’AF est considéré comme une paroi épaisse renforcée par des fibres de collagène 
résistantes à la traction et dont le rôle primordial est de retenir l'expansion du NP et d'empêcher la 
dégénération du disque intervertébral. En effet, le NP est incompressible. Sous les forces de compressions 
axiales, il subit une expansion radiale. Puis, les fibres de collagène de l'AF s'étirent, transformant ainsi les 
charges radiales en charges circonférentielles ou tangentielles [11, 12]. De plus, en réponse aux mouvements 
de torsion ou de flexion de la colonne vertébrale, les fibres de l’AF s'étirent axialement, protégeant les 
ligaments intervertébraux d'une éventuelle formation de déchirure [11].  
Le module d'élasticité suivant la direction circonférentielle est presque deux fois plus grand que celui de la 
direction axiale ou radiale [10] du tissu. 
2.1 Hyperélasticité 
La loi de comportement de l'AF humain introduite par Peng et al.[9], repose sur la dépendance de la réponse 
hyperélastique du tissu en cisaillement entre la matrice et les fibres. En conséquence, la loi de comportement 
est une somme de trois densités de déformation : 
 
FMMF WWWW ++=  (1) 
L'exposant (•)M est pour la matrice, (•)F pour les fibres et (•)FM pour l'interaction entre les fibres et la matrice. 
Le tenseur des contraintes de Cauchy σ  dérive de (1) suivant la relation : 
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où )det(F=J . iI , avec 3,2,1=i  sont les invariants de C  et pour 7,,4 K=i  les invariants mixtes liés à la 
dilatation des fibres dans le cas de deux directions privilégiées de fibres auxquelles on associe deux vecteurs 
unitaires a  et b  [14] : 
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où I  est le tenseur d’identité. 
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L’homogénéisation de deux lamelles adjacentes en un pli à fibres croisées de °± 60 comme l’indique la FIG. 
1 permet d’exprimer (2) en fonction des sept invariants (3), du tenseur de Cauchy-Green gauche TFFB =  et 
de 1d , 2d  les images respectives des vecteurs unitaires a  et b dans la configuration déformée du tissu. Ainsi 
le tenseur des contraintes de Cauchy s’écrit : 
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où ii IWw ∂∂= / . Cependant, les fibres de collagène de l’AF appartiennent à une même famille de fibre. En 
conséquence, une superposition des densités d’énergies de déformation anisotropes est possible [14] 
conduisant à : 64 II =  et 75 II = . D’où : 64 ww =  et 75 ww = . Le facteur ½ qui apparaît dans (4), revient au 
choix de Peng et al. [9] de répartir uniformément l’énergie de déformation entre les deux familles de fibres.  
Après un travail algébrique de (4), on arrive à mettre en évidence les paramètres matériau qui sont linéaires 
par rapport σ  et qui composent lθ . Le vecteur des contraintes de Cauchy contenant les six composantes du 
tenseur symétriqueσ , s’écrit en fonction de lθ , des paramètres non linéaires nlθ  et des dilatations λ comme : 
 lnllnl θλθfλθθσ ),(),,( =  (5) 
Cette écriture est nécessaire afin d’introduire la méthode GAO Genetic algorithms & Analytical 
Optimization dans la section suivante, où lθ  est déterminé selon la méthode des moindres carrés ordinaires 
une fois que nlθ  est approximé par les algorithmes génétiques. 
Classiquement, pour les problèmes d’estimation des paramètres où la variable indépendante est λ  et la 
variable dépendante est σ , ),( λθσ  est non linéaire par rapport à ses paramètres matériau θ  ; 
)dim()dim()dim( lnl θθθ += . On cherche à estimer θ  sans adopter l’expression de contraintes dans (5). 
Donc l’espace de recherche de solution de paramètres est égale à )dim(θ . 
3 Identification inverse 
Le problème d’identification inverse de paramètres biomécaniques utilise la méthode des moindres carrés 
non linéaires afin d’estimer les paramètres matériau. A partir d’un test expérimental, les dilatations qui 
forment les variables indépendantes, sont mesurées permettant ainsi d’évaluer les variables dépendantes mesσ . 
La somme des carrés des résidus )(θSS  définit la fonction objectif. Le problème général d’identification des 
paramètres s’écrit comme : 
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Le test expérimental qui fournit les valeurs mesurées est le test de déformation uniaxiale [9]. On en 
déduit ],,[diag 321 λλλ=F , où l’indice représente la direction principale. Pour un problème en contraintes 
planes, et pour une traction suivant les directions principales 1, où 1λ est imposée et 1σ  est évaluée, ou 2 
avec 2λ  qui est imposée et 2σ  qui est évaluée, on obtient 03 =σ . La résolution du problème aux frontières 
libres permet d’évaluer les variables dépendantes et indépendantes. Les m  points de mesure reviennent aux 
mesures observées pour une déformation uniaxiale suivant les directions principales 1 et 2, conformément au 
repère de la FIG. 1. Classiquement, c’est la méthode itérative de Marquart [6] qui est employée pour 
trouverθˆ . A chaque itération, on résout le modèle linéarisé de (6) formant les équations normales et qui est 
fonction de la matrice de sensibilité jSS θ∂∂ /)(θ . Cette méthode a montré des performances acceptables pour 
un problème convexe où le nombre des paramètres matériau est relativement peu élevé.  
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La méthode GAO Genetic algorithm & Analitical Optimization [8] est appliquée sur la forme (5) des 
contraintes. Pour m points mesurés, on écrit ∑
=
=
m
i 1
)()( nlnl θfθN . Ainsi la fonction à minimiser (6) devient : 
 
222 )(),()(),()( lnllnllnl θθNσθθσσθσσθθθ −=−=−== mesmesmesSSSS  (7) 
L’emploi de deux ensembles de paramètres nlθ  et lθ définit respectivement deux espaces de recherche : X et 
Y. Le théorème suivant indique que la solution de (7) existe sur l’ensemble réunion YX ×  comme : 
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Donc (8) indique que l’existence d’une solution dépend de la valeur de la solution de (7) en lθ  pour un nlθ  
défini, ou, de la solution en nlθ  pour un lθ  défini. Or, (7) possède une solution unique en lθ  calculé par la 
méthode des moindres carrés ordinaires, c’est la solution des équations normales. D’où, pour un nlθ  défini, 
lθ  est calculé analytiquement comme : 
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Pour un nlθˆ  optimal, on calcule un lθˆ  optimal. En conséquence, l’espace de recherche de solution est celui 
de nlθ  de dimension )dim( nlθ  au lieu d’initialement )dim(θ  dans (6). La stratégie de recherche de nlθ  qui 
est retenue [8], est celle des algorithmes génétiques (AG) définies par Holland [15] sur la base de : la 
sélection proportionnée et le croisement comme l'opérateur primordial de recherche. La population initiale 
qui est équivalente à une matrice de n vecteurs nlθ  différents, possède une dimension qui est maintenue 
constante au cours des itérations. La combinaison des AG avec (8) est labellisée GAO ; on associe à chaque 
individu nlθ  de la population un lθ  correspondant. Puis, pour chaque individu nlθ , la fonction objectif 
),( lnl θθSS  est évaluée, définissant un indice de performance pour chacun. La sélection des individus (des 
parents) qui vont créer par croisement une nouvelle population, appelée descendance, est 
proportionnellement basée sur leur indice de performance. 
4 Résultats et discussions 
Les paramètres linéaires formant lθ  sont de type contraintes : 32110 et  ,,, CCDC γ  exprimés en MPa. Les 
paramètres non linéaires formant nlθ  sont sans dimensions : °λβ et  . L’énergie de déformation 
isotrope, MW , est composée par : une partie néo-hookéenne, avec 10C comme paramètre matériau, et une 
autre compressible où 1D  est son module de compressibilité. La densité d’énergie de déformation des fibres, 
FW , est une fonction polynômiale de 6,4I , avec 32 et  CC  comme paramètres matériau, mesurant la dilatation 
des fibres fλ  : 
2
6,4 )( fI λ= . L’interaction entre les fibres et la matrice, FMW  est modélisée par une fonction 
de 6,4I  dont la limite supérieure estγ  et dont °λ  est un paramètre qui représente le point où les fibres de 
collagènes commencent à s’étirer. Il est défini à partir des courbes dilatations-dilations [13]. 
Sept paramètres sont à identifier dans le cas de la compressibilité. L’estimation de la valeur du module de 
compressibilité par Peng et al.[9], a été réalisée séparément. Dans cette étude, il est calculé en même temps 
que le reste des paramètres du problème selon (6). 
La méthode GAO, employée pour résoudre ce problème, réduit la dimension de l’espace de recherche de 
solution à deux au lieu de sept initialement. Ainsi, pour 200=m points de mesure obtenus par la résolution 
du problème aux frontières libres, on définit les options et la stratégie de recherche pour les algorithmes 
génétiques disponibles dans Genetic Algorithm and Direct Search Toolbox par MATLAB® : la population 
est de 800 individus, le croisement est heuristique.  
20ème Congrès Français de Mécanique                                                                  Besançon, 29 août au 2 septembre 2011 
  5 
Les courbes de contraintes-déformations « numériques », sont tracées à partir des paramètres matériau 
identifiés par GAO, Tableau 1, et des m points de mesure. La FIG. 2 montre les contraintes axiales -FIG. 2 
(a)- en fonction des déformations axiales et les contraintes circonférentielles en fonction des déformations 
circonférentielles -FIG. 2 (b). 
 
β  °λ  10C  γ  1D  2C  3C  
[9] 125 1,02 3,04E-2 12 0,197 0,45 82.6 
GAO 125 1,02 3,04E-2 12 0,197 0,45 82.6 
Tableau 1 : valeurs des paramètres matériau. 
Le test expérimental a été réalisé par Elliott et Setton [10] et utilisé par Peng et al. [9]. Le Tableau 1 indique 
une coïncidence des valeurs des paramètres matériau identifiés avec GAO et avec la méthode employée par 
Peng et al. [9]. Ceci était prévisible car les valeurs mesurées, variables indépendantes, sont obtenues en 
résolvant les équations du problème aux frontières libres avec les valeurs de paramètres matériau trouvés par 
Peng et al. [9]. Cependant, ces résultats illustrent l’efficacité de la méthode GAO et non les valeurs des 
paramètres du matériau estimées par GAO ou trouvées par Peng et al. [9]. 
 
FIG. 2 – courbes de contraintes-déformations. (a) : traction dans la direction axiale. (b) : traction dans la 
direction circonférentielle. 
 
FIG. 3 – échantillon de 100 individus de la population initiale. (a) : position des 100 individus dans l’espace 
de recherche de nlθ . (b) : score des 100 individus. 
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En effet, en partant d’une population initiale aléatoire, comme le montre la FIG. 3 (a), on arrive à converger 
vers l’optimum. La FIG. 3 (b) montre que nombreux sont les individus (des couples formés par des °λβ et  ) 
avec un score (valeur de la fonction objectif) proche de 0,07 bien que les individus soient répartis dans 
l’espace selon la FIG. 3 (a). En effet, la fonction exponentielle définie dans WFM [9] produit des scores 
indéterminés pour des valeurs d’un individu qui tendent vers leurs limites supérieures. Ces scores 
indéterminés ont été ensuite pénalisés dans GAO. Ils indiquent pour les individus de cette population, un 
score de 0,07. On note ainsi que sur 100 individus choisis aléatoirement dans l’espace de recherche, quelques 
individus présentent un score différent de 0,07 : ce sont ceux qui marquent un score déterminé. Cette 
indétermination numérique occupant une partie importante de l’intervalle de définition des paramètres,  
présente une grande difficulté pour les méthodes classiques d’identification où le choix d’un point 
d’initialisation convenable conditionne la convergence de la méthode.  
En comparant la méthode GAO à l’identification des sept paramètres par les algorithmes génétiques (AG), 
avec la même configuration de l’algorithme des AG que pour celui de GAO, on trouve que : GAO converge 
en 8sec alors que les AG dans 235sec. On en déduit qu’en employant la même stratégie de recherche, qui est 
celle des algorithmes génétiques, GAO est presque 30 fois plus rapide en temps de calcul que les AG. 
5 Conclusion 
Dans cet article, on a présenté le rôle mécanique de la structure du tissu du disque intervertébral ainsi que la 
modélisation de son comportement hyperélastique par une densité d’énergie de déformation qui prend en 
considération le cisaillement entre les fibres de collagènes formant la paroi épaisse de l’anneaux fibrilleux et 
la substance de base. De plus, l’identification inverse des paramètres matériau de cette loi a été réalisée avec 
une nouvelle méthode, présentée sous sa forme générale, et qui couple la robustesse des algorithmes 
génétiques avec les moindres carrés ordinaires réduisant ainsi l’espace de recherche de solution. On a 
démontré son efficacité, comparée aux méthodes d’identification classiques, et son temps de calcul réduit, 
comparé aux algorithmes génétiques. 
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